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第 1章

常微分方程式の数値解法

1.1 常微分方程式
常微分方程式とは

dy(t)

dt
+ f(t, y(t)) = 0 (1.1)

のように、1 つの独立変数 (この場合は t) を持つ微分方程式のことである。これを解
くことにより従属変数 y(t) を決定する。上式は 1 次の常微分方程式の一般形であり、
f が簡単な関数、例えば f = αy(t) であれば (1.1) は容易に積分することができて
y(t) = y0 exp(−αt)などの解が解析的に求まる。ここで αは正の定数、y0 は t = 0での
y の値である。次に、2次の常微分方程式の例として

d2y

dt2
+ α1

dy

dt
+ α2y = 0 (1.2)

を考えよう。y に加えて v ≡ dy/dtを従属変数にとることで、上式は連立する一組の 1次
常微分方程式

dv

dt
+ α1v + α2y = 0 (1.3)

dy

dt
− v = 0 (1.4)

であらわすことが出来る。これから類推されるように、一般に n次の常微分方程式は n個
の連立 1次常微分方程式で表すことができ、ベクトル表記を用いると以下の様に書ける。

dy

dt
+ f(y, t) = 0 (1.5)

ここで y = (y1, y2, · · · , yn) = (y, dydt , · · · ,
dn−1y
dtn−1 )、f = (f1(y, t), f2(y, t), · · · , fn(y, t))

である。数値的に式 (1.5)を解く技術は (1.1)の場合とさほど変わらないので、以降では
(1.1)の数値解法を考える。(1.1)を形式的に t0 → tまで積分すれば

y(t) = y(t0)−
∫ t

t0

dt′f(y(t′), t′) (1.6)

なる解を得るが、右辺第 2項の積分を解析的に求められるのは f の形がごく限られた場合
のみである。その他の場合には計算機を用いて右辺第 2項を数値的に評価することにより
求められる、つまり計算機シミュレーションの出番となる。それを実現するための数値解
法を以下に解説する。
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1.2 Euler法
(1.6)式の t0 と tの間を、微小な幅 δtを持つ複数の区間に分割する。tn と tn+1 に挟ま

れた n番目の区間について、δtが微小であることを用いて以下のように近似する。

y(tn+1) = y(tn)− δtf(y(tn), tn) (1.7)

簡略化のために以後は以下のように表記する。

yn+1 = yn − δtfn (1.8)

(1.8)を繰り返し用いることで、初期値 y0 ≡ y(t0)から目的の値 y(t)を得る方法を Euler

法と呼ぶ。同様に表記した元々の微分方程式 (1.5)式 (dy/dt)|n + fn = 0と比較すると、
Euler法は前進差分近似

dy

dt

∣∣∣∣
n

=
yn+1 − yn

δt
(1.9)

と同じであることが分かる。元々の微分方程式 (1.5)を Taylor展開すると

yn+1 = yn + δt
dy

dt

∣∣∣∣
n

+
δt2

2

d2y

dt2

∣∣∣∣
n

+(δt)3 (1.10)

である。一方、Euler法では

yn+1 = yn − δtfn = yn + δt
dy

dt

∣∣∣∣
n

(1.11)

であるので δt に関して 2 次以上の項に誤差が生じる。つまり Euler 法の精度は 1 次で
ある。
Euler 法に限らず数値計算では微小区間の演算を多数回繰り返して目的の解を得るの

で、毎回発生する誤差の積算によって計算が破綻しないように気をつけなければならな
い。破綻が起こらない場合にその解法は安定であるという。意味のあるシミュレーション
を行うためには、用いた数値解法に対する安定条件を満たす必要がある。Euler法につい
てこれを検証してみよう。t = tn において、y = yn + δyn のように誤差 δyn を含むとす
る。この誤差を含めて (1.8)式を書き直すと

yn+1 + δyn+1 = yn + δyn − δt [fn + δfn] ≃ yn + δyn − δt

[
fn +

∂f

∂y

∣∣∣∣
n

δyn

]
(1.12)

となる。これに (1.8)を代入すると、以下のような次ステップへの誤差の伝搬を表す式を
得る。

δyn+1 =

[
1− δt

∂f

∂y

∣∣∣∣
n

]
δyn (1.13)

したがって誤差 δyn が次ステップに δyn+1 として伝搬されたときに増幅されない条件は[
1− δt

∂f

∂y

∣∣∣∣
n

]2
≤ 1 (1.14)

であり、これから Euler法の安定条件として、(∂f/∂y)|n > 0かつ δt ≤ 2/(∂f/∂y)|n が
得られる。なお y, f が多変数（ベクトル）の場合、(1.13)は

δyn+1 =

[
1− δt

∂f

∂y

∣∣∣∣
n

]
· δyn (1.15)
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となり、行列
[
1− δt ∂f

∂y

∣∣∣
n

]
の全ての固有値の絶対値が 1以下の時に安定性の条件が満た

される。

1. 指数減衰の式 dy/dt + αy = 0 を解く場合、Euler 法の安定条件は以下の通りと
なる。

α > 0, δt ≤ 2/α

2. 単振動の式 dy/dt± iωy = 0を解く場合、[· · · ]2 = 1 + ω2δt2 > 1となり Euler法
では安定には解けない。

3. 非線形の式 dy/dt+ αy2 = 0を解く場合、Euler法の安定条件は
αy > 0, δt ≤ 1/αy

となり、刻々と変化する y(t)の値に依存するので注意が必要である。

1.3 Leap-Frog（かえるとび）法
Euler法では前進差分を用いたが、次式のように中心差分

dy

dt

∣∣∣∣
n

=
yn+1 − yn−1

2δt
(1.16)

を用いて (1.1)式を差分化することもできる。

yn+1 = yn−1 − 2δtfn (1.17)

これを Leap-Frog法と呼ぶ。微分方程式 (1.1)を ±δtで Taylor展開し、その両者の差で
ある

yn+1 = yn−1 + 2δt
dy

dt

∣∣∣∣
n

+(δt)3 + (δt)6 = yn−1 − 2δtfn + (δt)3 + (δt)6 (1.18)

と (1.17)を比較すると、δtに関して 3次以上の項に誤差が生じている。つまり Leap-Frog

法は 2次の精度を有することが分かる。誤差 δyn を含めて式 (1.17)を書き直せば

δyn+1 = δyn−1 − 2δt
∂f

∂y

∣∣∣∣
n

δyn (1.19)

を得る。ここで、誤差伝搬係数 g を用いて δyn = gδyn−1、δyn+1 = g2δyn−1 と表せば、
安定条件は

g± = δt
∂f

∂y
±

√(
δt
∂f

∂y

)2

+1, g+, g− ≤ 1 (1.20)

となる。

1. 指数減衰の式 dy/dt + αy = 0を解く場合、g± = αδt ±
√
(αδt)2 + 1となる。こ

れより g+ × g− = −1となり、|g+| ≥ 1または |g−| ≥ 1とならざるを得ない。つ
まり Leap-Frog法では安定に解くことが出来ない。

2. 単振動の式 dy/dt ± iωy = 0 を解く場合、i)1 − ω2δt2 ≥ 0 であれば g± =

iωδt ±
√
1− ω2δt2、これより |g+|2 = |g−|2 = 1 となりかろうじて安定性を満た

す。ii)1−ω2δt2 < 0 であれば g± = i(ωδt±
√
ω2δt− 1)、これより g+× g− = −1

となり不安定。つまり Leap-Frog 法で満たすべき安定条件は 1 − ω2δt2 ≥ 0 で
ある。
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1.4 Runge–Kutta法
精度と安定性のバランスに優れ、数値解析で非常によく使われる方法の１つに以下の

Runge–Kutta法（2次）がある。

yn+ 1
2
= yn − 1

2
δtf(yn, tn) (1.21)

yn+1 = yn − δtf(yn+ 1
2
, tn+ 1

2
) (1.22)

(1.21)では、まず予備的に Euler法で tn → tn+1 の中間地点 tn+ 1
2
へ歩を進める。(1.22)

が主たるステップであり、ここでは中間地点 tn+ 1
2
で評価した f(yn+ 1

2
, tn+ 1

2
) を用いるこ

とで、Leap-Frog法で tn → tn+1 に進めている。主たるステップが Leap-Frog法なので、
Runge–Kutta法（2次）もやはり 2次の精度を有する。
前節同様に誤差 δyn を含めて (1.22)を書き直せば

δyn+1 =

[
1− δt

∂f

∂y

∣∣∣∣
n

+
1

2

(
δt
∂f

∂y

∣∣∣∣
n

)2
]
δyn (1.23)

となるので、Runge–Kutta法（2次）の安定条件は以下の通りである。[
1− δt

∂f

∂y

∣∣∣∣
n

+
1

2

(
δt
∂f

∂y

∣∣∣∣
n

)2
]2

≤ 1 (1.24)

1. 指数減衰の式 dy/dt+ αy = 0を解く場合、Runge–Kutta法（2次）の安定条件は
以下の通りとなる。

α > 0, δt ≤ 2/α

1. 単振動の式 dy/dt±iωy = 0を解く場合、[· · · ]2 = 1 + ω4δt4
/
4 > 1となりRunge–

Kutta法（2次）では安定には解けないように見える。しかし、ω2δt2 ≫ ω4δt4 ≈ 0

でなので、Euler法よりはましである。

現実の問題では、計算ステップを更に増やして精度を向上させた Runge–Kutta法（4

次）がよく使われる。その差分式は以下の通りであり、Taylor展開との比較から 4次の
精度を持つことがわかる。

yn+1 = yn − 1

6
δt
[
fn + 2f ′n+ 1

2
+ 2f ′′n+ 1

2
+ f ′′′n+1

]
(1.25)

f ′n+ 1
2
= f

[
yn − δt

2
fn, tn+ 1

2

]
(1.26)

f ′′n+ 1
2
= f

[
yn − δt

2
f ′n+ 1

2
, tn+ 1

2

]
(1.27)

f ′′′n+1 = f
[
yn − δtf ′′n+ 1

2
, tn+1

]
(1.28)
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1.5 Predictor-Corrector法
Runge–Kutta法同様、精度と安定性のバランスに優れ、数値解析で非常によく使われ
る方法の１つに Predictor-Corrector法がある。主たる差分式は

yn+1 = yn − 1

2
δt[f(yn+1, tn+1) + f(yn, tn)] (1.29)

であるが、右辺に求めるべき変数 yn+1 が含まれるのでこのままでは解けない。このため
yn+1 をまずオイラー法

y′n+1 = yn − δtf(yn, tn) (1.30)

で予測 (Predict)し、(1.29)に f(y′n+1, tn+1)を用いた次式で補正 (Correct)する。

yn+1 = yn − 1

2
δt[f(y′n+1, tn+1) + f(yn, tn)] (1.31)

導出は省略するが、Runge–Kutta法（2次）と同等の精度と安定性を有する。

1.6 Symplectic法
これまでに紹介した数値解法では、程度の差こそあれ tの増大とともに数値的に得た解

と真の解との間に乖離が起こる。この問題は、全エネルギーの保存が要請される Newton

力学系など、物理量の保存性が問題になる場合に特に注意が必要となる（安定性は誤差に
よる数値的発散をおさえるものであり、真の解との乖離が小さく留まることを保証するも
のではない）。このような場合に有効な数値解析法が Symplectic法である。
わかりやすい例として、以下のハミルトニアン H で表される 1次元調和振動子（運動

量 p(t)、変位 q(t)）について保存性の問題を考える。

H =
1

2
(p2 + q2) (1.32)

Hamiltonの運動方程式により、この調和振動子の運動は以下の常微分方程式に従う。

dq(t)

dt
= p(t),

dp

dt
(t) = −q(t) (1.33)

この式は解析的に解くことが出来て、その解は[
q(t)
p(t)

]
=

[
cos t sin t
− sin t cos t

] [
q(0)
p(0)

]
(1.34)

となる。これは面積を保存する写像、つまり [q(0), p(0)] → [q(t), p(t)] の Jacobi の行列

をM =

[
cos t sin t

− sin t cos t

]
とすると detM = cos2 t+ sin2 t = 1 である。この面積保存性

の高次元への拡張 ∑
dpi ∧ dqi =

∑
dpi ∧ dqi (1.35)

を Symplectic保存性と呼ぶ。力学ではこれを正準変換と呼ぶが、当然 Hamiltonの運動
方程式

dq

dt
=
∂H

∂p
,

dp

dt
= −∂H

∂q
(1.36)
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も正準変換であるので、その解は Symplectic性を持たなければならない。
この 1 次元調和振動子をまずは Euler 法で数値的に解いてみよう。差分方程式は以下

のようになる。 [
q(t+ δt)
p(t+ δt)

]
= M

[
q(t)
p(t)

]
=

[
1 δt

−δt 1

] [
q(t)
p(t)

]
(1.37)

この場合 detM = 1 + δt2 となり、Symplectic性は δtの 1次までしか保証されない。こ
のため、

H(t+ δt) =
1

2
(q(t+ δt)2 + p(t+ δt)2) = (1 + δt2)H(t) (1.38)

のように、本来保存すべき系の全エネルギー H(t)が単調増加してしまう。
一方、4次の Runge–Kutta法では差分方程式は以下のようになる。[

q(t+ δt)
p(t+ δt)

]
= M

[
q(t)
p(t)

]
=

[
1− δt2

2 + δt4

24 δt− 1
6δt

3

−δt+ 1
6δt

3 1− δt2

2 + δt3

24

] [
q(t)
p(t)

]
(1.39)

この場合は
H(t+ δt) =

(
1− δt6

72
+
δt8

576

)
H(t) (1.40)

となり Euler法に比べると著しく改善されるものの、H(t)の微少な単調減少を引き起こ
してしまう。
この様な挙動を改善するには、はじめから Symplectic性を満たした数値解析法を用い

ればよい。例えば、Euler法を改良して[
q(t+ δt)
p(t+ δt)

]
=

[
1 δt

−δt 1− δt2

] [
q(t)
p(t)

]
= M

[
q(t)
p(t)

]
(1.41)

のような差分方程式を考えれば detM = 1 となり、Symplectic 性が満たされる。Sym-

plectic 性が正準変換と同じであることから、(1.41) の差分方程式は元の調和振動子のハ
ミルトニアン H に近い、別のハミルトニアン H ′ にに対する厳密な解法になっているこ
とが予測できる。つまり、本来のH は保存しないものの、影のハミルトニアンであるH ′

が高精度で保存することが期待できる。実際、(1.41)から

H ′ = H +
1

2
δtpq (1.42)

の厳密な保存を導くことができる。H ′ とH の差が δtの 1次のオーダーであることから、
式 (1.41)は 1次の Symplectic法と呼ばれる。
補遺１）
任意のハミルトニアン H について 1 次の Symplectic 法を導いてみよう。ただし、こ

こでは
H(q, p) = T (p) + V (q) (1.43)

と変数分離できる場合のみを考える。q と pをまとめて Γと書くと、Hamilton方程式は
リューヴィル演算子 iLH を用いて

dΓ

dt
= {Γ,H} = iLHΓ (1.44)

と書ける。ここで
{A,B} ≡ ∂A

∂q

∂B

∂p
− ∂A

∂p

∂B

∂q
(1.45)
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は Poisson括弧である。微分方程式 (1.44)を形式的に解いて

Γ(t+ δt) = exp(iδtLH)Γ(t) (1.46)

を得る。Liouville演算子は線形なので iLH = iLT + iLV であり、微小量 δtについて 1

次の精度で以下のように分解することができる。

exp(iδtLH) = exp[iδt(LT + LV )] ≃ exp(iδtLT ) exp(iδtLV ) (1.47)

この部分の近似を良くすればより次数の高い Symplectic法を系統的に導くことができる。
例えば 2次精度のものは以下の通り。

exp(iδtLH) ≃ exp(iδtLT /2) exp(iδtLV ) exp(iδtLT /2) (1.48)

1次の精度の (1.46)式を採用して δtの 2次以上の項を全て無視すれば

Γ(t+ δt) ≃ exp(iδtLT ) exp(iδtLV )Γ(t) (1.49)

となり、これが 1 次の Symplectic 法に他ならない。ここで登場する２つの演算子
exp(iδtLT ) と exp(iδtLV ) はそれぞれハミルトニアンが T (p) と V (q) のみで表され
る系に対する δt だけの時間発展を意味する。各々が Symplectic 性を満たすことは明
らかであるので、その合成写像も Symplectic 性を満たす。またそれぞれの演算子によ
る写像は位相空間での直線運動になり、その厳密な解は簡単に求まる。exp(iδtLT ) と
exp(iδtLV )を順番通りに Γ(t)に作用させると、最終的な合成変換は以下のように書き下
すことが出来る。

q(t+ δt) = q(t) + δt
∂T

∂p

∣∣∣∣
p(t)

, p(t+ δt) = p(t)− δt
∂V

∂q

∣∣∣∣
q(t+δt)

(1.50)

ハミルトニアンの変数分離ができる場合にはこのままの差分方程式が使えるが、分離でき
ない場合には第 1式の右辺に (∂T/∂p)p(t),q(t+δt) のように t + δtの項が現れるので陰的
解法が必要になる。
補遺２）
任意のハミルトニアンに対して作った 1次の Symplectic法 (1.49)に対する影のハミル
トニアンを導いてみよう。影のハミルトニアンを H ′ と書けば、明らかに

exp(δtLT ) exp(δtLV ) = exp(δtLH′) (1.51)

を満たすはずであり、これから

H ′ = T + V +
δt

2
{V, T}+ δt2

12
({{V, T}, T}+ {{T, V }, V }) +O(δt3) (1.52)

が求める影のハミルトニアンである。したがって調和振動子 H = 1
2 (q

2 + p2)の場合は

H ′ = H +
δt

2
pq +O(δt2) (1.53)

であり、非線形振動子 H = 1
2q

2 + 1
4p

4 の場合は

H ′ = H +
δt

2
pq3 +O(δt2) (1.54)
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となることがわかる。(1.52を証明するには Baker-Campbell-Hausdorffの公式

expX expY = expZ (1.55)

Z = X + Y +
1

2
[X,Y ] +

1

12
([X[X,Y ]] + [Y [X,Y ]]) + · · · (1.56)

[X,Y ] ≡ XY − Y X (1.57)

を用いる。
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偏微分方程式の数値解法

偏微分方程式は、ϕ(x, y, z)のように従属変数 ϕが 2つ以上の独立変数 x, y, z に依存す
る場合に現れる。これらの中で特に物理で重要となるものは、次の形の 2次元 2階偏微分
方程式に帰着する。

a
∂2ϕ

∂x2
+ 2b

∂2ϕ

∂x∂y
+ c

∂2ϕ

∂y2
+ d

∂ϕ

∂x
+ e

∂ϕ

∂y
+ fϕ+ g = 0 (2.1)

各項の係数 a, b, cの関係によって以下のように３つの型に分類でき、それぞれ異なる計算
手法が必要となる。

• b2 < ac の場合を楕円型と呼び、Laplace方程式などがこれに相当する。
• b2 > ac の場合を双曲型と呼び、波動方程式などがこれに相当する。
• b2 = ac の場合を放物型と呼び、拡散方程式などがこれに相当する。

2.1 楕円型の偏微分方程式
楕円型偏微分方程式の代表的例は、Laplace方程式

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= 0 (2.2)

や Poisson方程式
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
= f(x, y) (2.3)

である。Laplace方程式は、一様な物質中の熱や電気の定常流れや非圧縮流体の無渦流れ
などを求める際に現れ、Poisson方程式は、電荷密度分布と電位の関係を表す式などとし
て現れる。通常これらの楕円型微分方程式は、時間に依存しない平衡状態や定常状態を記
述する方程式であり、閉空間の端で境界条件を設定することで解くことが出来る。楕円型
偏微分方程式は線形の多元連立方程式として定式化することができるので、その具体的な
解法については４章行列演算の中で扱うこととする。

2.2 双曲型の偏微分方程式
双曲型の偏微分方程式の代表的例として 1次元の波動方程式を取り上げる。場所 x、時
刻 tにおける波の変位を y(x, t)とすると、その運動は以下の偏微分方程式で表すことが
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出来る。正の定数 cは音速を表す。
∂2y

∂t2
− c2

∂2y

∂x2
= 0 (2.4)

上式は ( ∂
∂t + c ∂

∂x

) (
∂
∂t − c ∂

∂x

)
yz = 0と書き直せるので、以下のように１組の連立１次偏

微分方程式に分割出来る。
∂z

∂t
+ c

∂z

∂x
= 0 (2.5)

∂y

∂t
+ c

∂y

∂x
= z (2.6)

式 (2.5)は y に依らず独立に解けるが、式 (2.6)を解くには (2.5)を解いて求めた z を用
いる。どちらの式も技術的には同じ数値計算法で解くことが出来るので，(2.4)を数値的
に解くことは，(2.5)を初期条件 z0(x) ≡ z(x, t = 0)について与えられた境界条件のもと
で解く問題に帰着する。

2.2.1 単純な方法
式 (2.4)の第一項（tに関する時間微分）を前進差分（つまり Euler法）、第二項（xに

関する空間微分）を中心差分を用いて差分化すると

zn+1
j = znj − cδt

2δx
(znj+1 − znj−1) (2.7)

を得る。ここで znj ≡ z(jδx, nδt)，つまり上付添字は時間ステップ，下付添字は離散化さ
れた場所を表す。
差分方程式 (2.7)の精度は，テイラー展開

zn+1
j − znj = δt

∂z

∂t

∣∣∣∣n
j

+
1

2
δt2

∂2z

∂t2

∣∣∣∣n
j

+ · · · (2.8)

znj+1 − znj−1 = 2δx
∂z

∂x

∣∣∣∣n
j

+
1

3
δx3

∂3z

∂x3

∣∣∣∣n
j

+ · · · (2.9)

を (2.7)へ代入した結果

δt
∂z

∂t

∣∣∣∣n
j

+
1

2
δt2

∂2z

∂t2

∣∣∣∣n
j

+ · · · = − cδt

2δx

(
2δx

∂z

∂x

∣∣∣∣n
j

+
1

3
δx3

∂3z

∂x3

∣∣∣∣n
j

+ · · ·

)
(2.10)

と，(2.5)に添字を付けた表式
∂z

∂t

∣∣∣∣n
j

= −c ∂z
∂x

∣∣∣∣n
j

(2.11)

との比較によって調べることが出来る。両者は δtについて 2次以上，δxについて 3次以
上が異なっており，単純な方法 (2.7)は，時間 tについて 1次，空間 xについて 2次の精
度を持つことがわかる。
次に差分方程式 (2.7)の安定性を，以下のような平面波の解を与えて考える。

znj = vneikxj (2.12)

(2.12)を (2.7)に代入すると

vn+1eikxj = vneikxj − cδt

2δx
vn(eikxj+1 − eikxj−1) (2.13)



2.3 放物型の偏微分方程式 13

vn+1 =

[
1− i

cδt

δx
sin(kδx)

]
vn (2.14)

を得る。ここで，平面波の振幅に相当する変数 v に誤差を導入して vn → vn + δvn とす
ると，

δvn+1 =

[
1− i

cδt

δx
sin(kδx)

]
δvn (2.15)

となる。nステップにおける誤差が n+ 1ステップで拡大しないための条件は[
1− i

cδt

δx
sin(kδx)

]2
= 1 +

(
cδt

δx

)2

sin2(kδx) ≤ 1

となるが，これは満たされることはない。つまり単純な方法では波動方程式を安定に解く
ことは出来ないことがわかる。

2.2.2 Lax法
Lax法では以下のように単純な方法 (2.7)に少し変更を加える。

zn+1
j =

1

2
(znj+1 + znj−1)−

cδt

2δx
(znj+1 + znj−1) (2.16)

単純な方法の場合と同様，平面波の解 (2.12)を代入し，誤差を考慮すると

δvn+1 =

[
cos(kδx)− i

cδt

δx
sin(kδx)

]
δvn (2.17)

を得る。nステップにおける誤差が n+ 1ステップで拡大しないための条件は[
cos(kδx)− i

cδt

δx
sin(kδx)

]2
= cos2(kδx) +

(
cδt

δx

)2

sin2(kδx)

= 1− sin2(kδt)

(
1−

(
cδt

δx

)2
)

≤ 1 (2.18)

となる。つまり Lax法で波動方程式を安定に解くための条件は，すべての波数 k につい
て δt ≤ δx/cである。これは，音速 cの波が δx進行するのに要する時間より δtを小さく
しなければならないことを意味している。
本書では取り扱わないが，双曲型の偏微分方程式の数値解法として以下の方法が提案さ
れている。

• Lelevier法
• Lax–Wendroff法
• Leap-Frog法
• Quasi-Second Order法

各方法の詳細は，参考文献 [Numerical Recipe]を参照されたい。

2.3 放物型の偏微分方程式
放物型の偏微分方程式の代表的例として拡散方程式

∂u

∂t
−K

∂2u

∂x2
= 0 (2.19)
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を取り上げる。K は正の定数で拡散係数と呼ばれる。この式を与えられた境界条件のも
と，初期条件 u0(x) ≡ u(x, t = 0)について解くことを考える。

2.3.1 単純な方法
式 (2.19)の第一項（tに関する時間微分）を前進差分（Euler法）、第二項（xに関する

空間微分）を中心差分を用いて差分化すると

un+1
j = unj +

Kδt

δx2
(unj+1 − 2unj + unj−1) (2.20)

を得る。ここに平面波 unj = vneikxj を代入し，誤差を考慮すると

δvn+1 =

[
1− 4Kδt

δx2
sin2

(
kδx

2

)]
δvn (2.21)

となる。したがって拡散方程式を単純な方法で安定に解くための条件は[
1− 4Kδt

δx2
sin2

(
kδx

2

)]2
≤ 1 (2.22)

である。波数 k が 0 < k ≤ π/δxの範囲にあることを考慮すると，満たすべき条件は

δt ≤ 1

2

δx2

K
(2.23)

となる。この条件を満足するように δtを小さく取れば問題ないように見えるが， δx2 は
微少量の２乗なので δtを極めて小さな値にする必要がある。この場合，(2.20)を繰り返
して目的の時刻に達するためには膨大なステップを要し，計算効率が悪くなる。

2.3.2 Dufort-Frankel法
Dufort-Frankel法では以下のように単純な方法 (2.20)に変更を加える。

un+1
j = un−1

j +
2Kδt

δx2
(unj+1 − (un+1

j + un−1
j ) + unj−1) (2.24)

上式は左右両辺に n+ 1ステップの変数があるので，それらを左辺に集めて陽解法の形に
整理すると

un+1
j =

(
1− α

1 + α

)
un−1
j +

(
α

1 + α

)
(unj+1 + unj−1), α ≡ 2K

δt

δx2
(2.25)

計算は省略するが，前節同様の方法で安定性を調べると，Dufort-Frankel法では常に安定
性の条件が満たされることがわかる。

2.3.3 Crank–Nicholsen法
単純な方法では，xに関する偏微分を中心差分

∂2u

∂x
=

1

δx2
(unj+1 − 2unj + unj−1) ≡

∂2u

∂x2

∣∣∣∣n
j

(2.26)
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を用いて差分化した。Crank–Nicholson法では，これを以下のように差分化する。

∂2u

∂x2
=

1

2

(
∂2u

∂x2

∣∣∣∣n
j

+
∂2u

∂x2

∣∣∣∣n+1

j

)
=

1

2δx2
(unj+1 − 2unj + unj−1 + un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 )

(2.27)

単純な方法同様，tに関する偏微分に前進差分を用いて拡散方程式 (2.19)を差分化すると

un+1
j = unj +

Kδt

2δx2
(unj+1 − 2unj + unj−1 + un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 ) (2.28)

となる。これをテイラー展開と比較すると，Crank–Nicholson法は δt と δx 両方につい
て２次の精度を有することがわかる。n+ 1ステップの変数を左辺，nステップの変数を
右辺にまとめて整理すると

−un+1
j+1 +

(
2 +

2

α

)
un+1
j − un+1

j−1 = unj+1 −
(
2− 2

α

)
unj + unj−1 ≡ dnj (j = 1, 2, · · · , N)

(2.29)

α ≡ K
δt

δx2
(2.30)

を得る。ここに平面波 unj = vneikxj を代入すると

−αvn+1eikxj+1+(2+2α)vn+1eikxj−αvn+1eikxj−1 = αvneikxj+1+(2−2α)vneikxj+αvneikxj−1

(2.31)
vn+1(1 + α− α cos(kδx)) = vn(1− α+ α cos(kδx)) (2.32)

を得る。誤差を考慮すると

δvn+1 =

[
1− α+ α cos(kδx)

1 + α− α cos(kδx)

]
δvn =

[
1− 2α sin2

(
kδx
2

)
1 + 2α sin2

(
kδx
2

)] δvn (2.33)

となり，すべての k について自動的に安定性の条件
[
1−2α sin2( kδx

2 )
1+2α sin2( kδx

2 )

]2
≤ 1が満たされる

こという優れた性質を持っていることがわかる。
(2.29)は N 元連立方程式であり，左辺に un+1

j+1 , u
n+1
j , un+1

j−1 があることからわかるよう
に un+1

j は j 番目の式だけでなくその前後 j + 1, j − 1番目の式にも登場する。このよう
な場合各式を独立に扱うことはできず，Crank–Nicholsen法では陰的解法が要請される。
両端 j = 1, N の式は境界条件によって異なるが，簡単のため nが変わっても変化しない
とする固定境界条件 un1 = u01，unN = u0N の場合を考える。

1. 直説法（Gauss消去法）

(2.29)の N 元連立方程式を行列を使って書き直すと以下のようになる。

1 0 0 · · · 0 0 0
−1 2 + 2

α −1 · · · 0 0 0

0 −1 2 + 2
α

. . . 0 0 0
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

0 0 0
. . . 2 + 2

α −1 0
0 0 0 · · · −1 2 + 2

α −1
0 0 0 · · · 0 0 1





un+1
1

un+1
2

un+1
3
...

un+1
N−2

un+1
N−1

un+1
N


=



dn1
dn2
dn3
...

dnN−2

dnN−1

dnN


(2.34)
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説明を簡単にするため，上式を以下のように表記し，既知の変数 a, b, c, dから未知の変数
uを求める問題を考える。

b1 −c1 0 · · · 0 0 0
−a2 b2 −c2 · · · 0 0 0

0 −a3 b3
. . . 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . bN−2 −cN−2 0

0 0 0 · · · −aN−1 bN−1 −cN−1

0 0 0 · · · 0 −aN bN





u1
u2
u3
...

uN−2

uN−1

uN


=



d1
d2
d3
...

dN−2

dN−1

dN


(2.35)

Gauss消去法では，行列で書いた上の連立方程式について以下の操作を行う。

• 1行目の (1)式と 2行目の (2)式から u1 を消去し，それを (2)′ 式とする。
b1u1 − c1u2 = d1 (1)
−a2u1 + b2u2 − c2u3 = d2 (2)

↓
α2u2 − c2u3 = s2 (2)′

α1 = b1, s1 = d1, α2 = b2 −
a2c1
α1

, s2 = d2 +
ais1
αi−1

• 以後同様に，(i− 1)′ 式と i行目の (i)式から ui−1 を消去し，それを (i)′ 式とする。
(i = 3, · · · , N − 1)

αi−1ui−1 − ci−1ui = si−1 (i− 1)′

−αiui−1 + biui − ciui+1 = di (i)
↓

αiui − ciui+1 = si (i)′

αi = bi −
aici−1

αi−1
, si = di +

aisi−1

αi−1

• 最後に (N −1)′式とN 行目の (N)式から uN−1を消去し，それを (N)′式とする。
αN−1uN−1 − cN−1uN = sN−1 (N − 1)′

−αNuN−1 + bNuN = dN (N)
↓

αNuN = sN (N)′

αN = bN − aNcN−1

αN−1
, sN = dN +

αNsN−1

αN−1

ここでまず (N)′ 式から uN = sN/αN を求め，(i)′ 式を変形した ui = (si + ciui+1)/αi

を i = N − 1, N − 2, · · · , 1の順番で用いることで，すべての ui を求めることが出来る。

1. 反復法

Crank–Nicholson法による拡散方程式の差分形 (2.28)を以下のように整理する。

un+1
j = unj +

Kδt

2δx2
(unj+1 − 2unj + unj−1 + un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 )

=
1

2
α(un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 ) + bn (2.36)

bn = unj + 1
2α(u

n
j+1 − 2unj + unj−1)は時刻 nステップの変数のみを含むので既知である。

反復法では，とりあえず左辺の un+1
j と右辺の un+1

j+1 , u
n+1
j , un+1

j−1 を独立なものと考え，
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un+1
j の試行的な値 (un+1

j )l を右辺に代入し，左辺の (un+1
j )l+1 を求める。その結果を右

辺に代入した (un+1
j )l と較べ，両者が等しいとみなせるまで，この操作を l = 1, 2, · · · と

くり返すことで最終的に正しい un+1
j を決定する。これを実現する具体的な方法として，

以下の方法がある。

• 最も簡単な方法では，以下のように (2.36) をそのまま反復する。この場合，l =
1, 2, · · · と繰り返して解が正しい値に収束するのは 0 < α ≤ 1/2の条件を満たす場
合に限られる。

(un+1
j )l+1 =

1

2
α[(un+1

j+1 )
l − 2(un+1

j )l + (un+1
j−1 )

l] + dnj (2.37)

• Jacobi 反復法では，以下のように右辺の (un+1
j )l を (un+1

j )l+1 に置き換えた上で
反復を試みる。この場合はすべての αについて解の収束が保証されている。

(un+1
j )l+1 =

1

2
α[(un+1

j+1 )
l − 2(un+1

j )l+1 + (un+1
j−1 )

l] + bn (2.38)

=
α

2(1 + α)
[(un+1

j+1 )
l + (un+1

j−1 )
l] +

bn

1 + α
(2.39)

• 上記 Jacobi反復法において，離散化した場所を表す添字 j については，小さな値
から大きな値に順に計算する。この場合，(un+1

j )l+1 を求める時点で (un+1
j−1 )

l+1 は
既知であるので，Jacobi反復法を以下のように改良できる。これを Gauss–Seidel

反復法と呼ぶ。この場合もすべての α について解の収束が保証され，収束速度は
Jacobi法の 2倍である。

(un+1
j )l+1 =

α

2(1 + α)
[(un+1

j+1 )
l + (un+1

j−1 )
l+1] +

bn

1 + α
(2.40)
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第 3章

流体のシミュレーション

3.1 流体の運動方程式
一定の密度 ρ、粘度 µを持つ流体の運動は、以下の偏微分方程式で表わされる。

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −1

ρ
∇p+ µ

ρ
∇2u (3.1)

∇ · u = 0 (3.2)

ここで u(x, t)、p(x, t) は、それぞれ座標 x、時刻 t における流体の流速ベクトルと圧力
であり、(3.1)の偏微分方程式はナビエ・ストークス方程式と呼ばれる流体の運動方程式、
(3.2)は流体の非圧縮性を表わす式である。問題の見通しをよくするため、上記連立偏微
分方程式の無次元化を行う。流れの代表的な長さを L、代表的な速度を U として、以下
の様にチルダの付いた無次元変数を導入する。

x = Lx̃, u = U ũ, t =
L

U
t̃, p = ρU2p̃, ∇ =

1

L
∇̃ (3.3)

これを (3.1)、(3.2)に代入し、煩雑さを避けるためにチルダを消去すれば

∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇p+ 1

Re
∇2u (3.4)

∇ · u = 0 (3.5)

を得る。ここで、Re = ρUL/µはレイノルズ数と呼ばれる無次元パラメータであり、無次
元化したナビエ・ストークス方程式 (3.4)に現れる唯一のパラメータである。
流速が音波の進行速度より十分に遅い場合には、流体の非圧縮性を表わす (3.5)式をナ
ビエ・ストークス方程式と共に用いることで、u = (ux, uy, uz)と pの４変数で閉じた連
立偏微分方程式となり、流体運動のシミュレーションが可能となる。しかし、(3.4)式を
解いて求めた uが非圧縮条件 (3.5)式を満たすためには、あらかじめそのように pを決定
しておく必要があるため、高精度で効率のよいシミュレーションの実現には工夫が必要と
なる。
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3.2 MAC法
MAC法では、以下の手順で連立偏微分方程式 (3.4)、(3.5)のシミュレーションを実現

する。まず、(3.4)式の発散をとり、以下の式を得る。

∂(∇ · u)
∂t

+∇ · {(u · ∇)u} = −∇2p+
1

Re
∇2(∇ · u) (3.6)

右辺第２項の導出には、∇ · (∇2u) = ∇ · {∇(∇ ·u)−∇×∇×u} = ∇2(∇ ·u)を用いれ
ばよい。さらに ∇ · u ≡ D と定義して、次式を得る。

∂D

∂t
+∇ · {(u · ∇)u} = −∇2p+

1

Re
∇2D (3.7)

ここで、∂D
∂t = Dn+1−Dn

∆t を用いて (3.7)を差分化して次式を得る。

Dn+1 −Dn

∆t
+∇ · {(un · ∇)un} = −∇2p+

1

Re
∇2Dn (3.8)

いま、求めるべき un+1 が非圧縮条件 (3.5)を満たすように Dn+1 = 0とおくと

∇2p = −∇ · {(un · ∇)un}+ Dn

∆t
+

1

Re
∇2Dn (3.9)

となる。このポアソン方程式を解いて求めた pを p∗とする。なお、∆t ≪ 1であるので
右辺第３項は無視して構わない。ここで、∂u

∂t = un+1−un

∆t を用いて (3.4) 式を差分化し、
次式を得る。

un+1 = un +∆t

[
−(un · ∇)un −∇p∗ + 1

Re
∇2un

]
(3.10)

このようにして p∗ を用いて求めた un+1 は、近似的に非圧縮条件 (3.5) 式を満たすこと
が保証される。

3.3 プロジェクション法
プロジェクション法では、以下の手順で連立偏微分方程式 (3.4)、(3.5) のシミュレー

ションを実現する。まず、∂u
∂t = un+1−un

∆t を用いて (3.4)式を差分化し、次式を得る。

un+1 = un +∆t

[
−(un · ∇)un −∇pn +

1

Re
∇2un

]
(3.11)

このようにして単純に pn を用いて求めた un+1 は、非圧縮条件 (3.5)式を満たす保証が
ない。そこで、以下の様に微少な緩和係数 εを用いた l回の反復操作を行い、解の改善を
試みる。

(un+1)l = (un+1)0 −∆t∇pl (3.12)

pl+1 = pl − ε∇ · (un+1)l (3.13)

この (3.13)式が収束すれば、pl+1− pl = 0より∇· (un+1)l = 0、つまり非圧縮条件 (3.5)

式が満たされる。
(3.13)式が収束する条件を考察する。(3.12)を (3.13)に代入すれば

pl+1 − pl

ε
= ∆t∇2pl −∇ · (un+1)0 (3.14)
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となるが、これは εを仮想的な時間ステップ、∆tを仮想的な拡散係数とみなした場合の
拡散方程式の単純な解法（3-3-1参照）になっている。つまり、∆xを流体格子の間隔（解
像度）とすれば、収束条件は ε ≤ 1

2
∆x2

∆t である。

3.4 乱流のシミュレーション
連立偏微分方程式 (3.4)、(3.5)自体は乱流 (Re≫ 1)でも有効であるが、計算機で乱流
のシミュレーションを行うのは非常に難しい。これは、乱流では大小さまざまなスケール
の流れや渦が発生するので、実際にその Reで発生する最小スケールの流れを解像するた
めには非常に細かい計算格子を用いる必用があることと、流れの時間変化が激しいために
短い時間ステップが求められることに起因する。式 (3.1)、(3.2)を用いた乱流の定量的な
シミュレーションは膨大な計算量を必要とし、スーパーコンピュータを用いたとしても出
来ることが限られるのが現状である。そのため、限られた計算資源で乱流のシミュレー
ションを行うために、流体格子より小さなスケールで起こる時間変動の激しい流れの影響
を統計平均量として効果的に反映する各種の乱流モデルが提案されてきた。
4-4-1. レイノルズ方程式と渦粘性
時間変化の激しい乱流下の流速と圧力について、次式のようにある程度長い時間 T で
平滑化した平均量を定義し、

ū(x, t) =
1

T

∫ T+t

t

u(x, t′) dt′, p̄(x, t) =
1

T

∫ T+t

t

p(x, t′) dt′ (3.15)

乱流下で激しく時間変動する量（u, p）を、なだらかに変動する平均量（ū, p̄）と平均値 0

のまわりの揺らぎ（u′, p′）の和で表現する。

u = ū+ u′, p = p̄+ p′ (3.16)

(3.16)を (3.1)、(3.2)に代入し、両辺を時間 T で平滑化する。¯̄u = ū、ū′ = 0であるこ
とに注意すると、次式が得られる。

∂ū

∂t
+ (ū · ∇)ū = −1

ρ
∇p̄+ µ

ρ
∇2ū−∇u′u′ (3.17)

∇ · ū = 0 (3.18)

平滑化された変数に対する新しい連立偏微分方程式 (3.17)、(3.18)を、元の方程式 (3.1)、
(3.2) と比較すると、違いは (3.17) 式の右辺最後の項だけである。つまりこの項によっ
て、時間変動の激しい流れの影響が、統計平均量として平滑化された流れに反映される
こと他ならない。残念ながら u′u′ は未知量であるのでこれ以上その詳細に立ち入ること
が出来ないが、その役割については物理的な考察を行うことは可能である。乱流とは大
小の渦が相互に影響し合った流れであるので、それによって運動量の交換が促進される
はずである。つまり、u′u′ の項は流体要素間の速度差をならす働きをすると考えられる。
これは流体の粘性とよく似た働きであるので、以下の様なモデルが考えられた。これを
Boussinesqの渦粘性近似と呼ぶ。

−u′u′ =
µt

ρ
(∇u+∇uT )− 2

3
kδ (3.19)
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ここで、δ は単位行列、k = 1
2 |u′|2 は乱流エネルギーと呼ばれる量で、流体の非圧縮性で

決まる。渦粘性 µt については各種乱流モデルが提案されており、例えば混合距離モデル
や k-εモデルなどがある。
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第 4章

行列演算

この章では、行列演算の重要な例として、計算機を用いた「連立 1次方程式」と「行列
の固有値問題」の数値的解法を解説する。

4.1 連立 1次方程式
N 元の連立 1次方程式を解く問題は、線形方程式

A · x = b (4.1)

A =


a11 a12 · · · a1N
a21 a22 · · · a2N
...

...
. . .

...
aN1 aN2 · · · aNN

 , x =


x1
x2
...
xN

 , b =


b1
b2
...
bN

 (4.2)

において、既知の行列Aとベクトル bを与え、解となる未知のベクトル xを求める問題
に一般化できる。このような線形連立方程式の数値的な解法として用いられている直接法
と反復法について、それぞれ 5-1-1節、5-1-2節で詳しく取り上げる。

4.1.1 直接法
１）LU 分解法
いま、任意の行列Aが、次式の様に 2つの行列 LとUの積で与えられるものとする。

L ·U = A (4.3)

Lは対角項より上の項がゼロの下三角行列、Uはその逆の上三角行列である。

L =


α11 0 · · · 0
α21 α22 · · · 0
...

...
. . .

...
αN1 αN1 · · · αNN

 , U =


β11 β12 · · · β1N
0 β22 · · · β2N
...

...
. . .

...
0 0 · · · βNN

 (4.4)

これを用いて線形方程式 (4.1)を書き直し、さらに新しい変数 y ≡ U · xを導入すると、
(4.1)は以下の２つの線形方程式に分解することができる。

L · y = b (4.5)

U · x = y (4.6)
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この場合、まず下三角行列 Lの性質を利用した (4.5)式に対する漸化式

y1 =
b1
α11

, yi =
1

αii

bi − i−1∑
j=1

αijyj

 (i = 2, 3, · · · , N) (4.7)

から yを求め、次に上三角行列Uの性質を利用した (4.6)式に対する漸化式

xN =
yN
βNN

, xi =
1

βii

yi − N∑
j=i+1

βijxj

 (i = N − 1, N − 2, · · · , 1) (4.8)

から xを求めることが出来る。
２）LU 分解の実行
任意の行列Aを下三角行列 Lと上三角行列Uの積に分解すれば、線形方程式 (4.1)の

解は容易に求めることが出来ることが示された。残された問題である LとUを具体的に
求める方法を考えよう。LU 分解の式 (4.3)において、行列の各成分を書き下せば

αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αiiβij = aij i < j (4.9)

αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αiiβjj = aij i = j (4.10)

αi1β1j + αi2β2j + · · ·+ αijβjj = aij i > j (4.11)

となる。(4.9)～(4.11)はN2個の連立方程式であるが、決めるべきゼロ出ない未知数 αij、
βij は N2 +N 個もある。そこで、あらかじめ N 個の未知数を

αii = 1 (i = 1, 2, . . . , N) (4.12)

とおき、残りのN2 個の未知数をN2 個の連立方程式から決定する。まず、上三角行列U

の各成分 βij を考える。この場合、(4.9)、(4.10)、(4.12)より

βij = aij −
i−1∑
k=1

αikβkj (4.13)

が得られるので、j = 1, 2, · · · , N のそれぞれについて、上式を i = 1, 2, · · · , j の順で用
いて全ての βij を求めることが出来る。下三角行列 Lの場合は、(4.11)より

αij =
1

βjj

(
aij −

j−1∑
k=1

αikβkj

)
(4.14)

が得られ、j = 1, 2, · · · , N のそれぞれについて、上式を i = j + 1, j + 2, . . . , N の順で用
いて全ての αij を求めることが出来る。
原理的にはこれで L と U を求めることが出来るが、数値誤差を少なくするためには

(4.14)式で用いる βjj がゼロに近い状況を避けるべきである。行列 Aの行を入れ換える
ことで、そのような βjj の出現を避けることが出来る。これをピボット選択という。
３）逆行列A−1 の求め方
LU 分解法自体は解 x を求めるための方法であり、A の逆行列 A−1 は自動的に

は求めない。A−1 を求めるためには、A · A−1= L · U · A−1= I を用いる。いま、
I = [e1, e2, · · · , eN ]、A−1 = [a′1,a

′
2, · · · ,a′N ]を用いて行列をベクトルの集まりで表わ

せば、各々のベクトルについて
L ·U · a′i = ei (4.15)

と表わすことが出来る。あとは、(4.5)、(4.6)と同様の手順で A−1 = [a′1,a
′
2, · · · ,a′N ]

を求めることが出来る。
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4.1.2 反復法
任意の行列Aの各成分を、次式の様に 3つの行列D、L、Uに分割する。

A = D+ L+U (4.16)

ここで、Dは対角行列、Lは対角項とそれより上の項がゼロの行列、Uはその逆の行列
である。

D =


γ11 0 · · · 0
0 γ22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · γNN

 , L =


0 0 · · · 0
α21 0 · · · 0
...

...
. . .

...
αN1 αN1 · · · 0

 , U =


0 β12 · · · β1N
0 0 · · · β2N
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0


(4.17)

これを用いて線形方程式 (4.1)を書き直せば次式を得る。

A · x = (D+ L+U) · x = b (4.18)

これを整理すると
D · x = b− (L+U) · x (4.19)

ここでDは対角行列なので、その逆行列D−1 はたちどころに求まり、

x = D−1 [b− (L+U) · x] (4.20)

を得る。求めるべき解 xが両辺にあるので、以下の様な l回の反復操作を、xが収束する
まで行う。これを Jacobi法と呼ぶ。

xl+1 = D−1
[
b− (L+U) · xl

]
(4.21)

行列Dの対角成分にゼロに近い値があると、対応するD−1 の対角成分は非常に大きな値
となり Jacobi法は破綻する。行列Aの行と列を入れ替えるか、複数の行の線形結合を取
ることで、Dがそのような性質を持たないように調整する。
Jacobi 法は反復法の中でも最も単純で分かり易いが、解の収束に必要な反復回数が大

きいため、計算効率は良くない。そのため実際の計算機シミュレーションでは、SOR法
などのより計算効率の高い方法が用いられることが多い。

4.1.3 Poisson方程式の数値解法
3-1節で述べたように、楕円型偏微分方程式の代表的例である Laplace方程式や Poisson

方程式は、線形の多元連立方程式として定式化することができる。ここでは簡単のため、
１つの変数 xを持つ 1次元の Poisson方程式

∂2u

∂x2
= f(x) (4.22)

を扱うが、複数の変数を持つ一般的な Laplace方程式や Poissin方程式でも同様の方法を
用いることが出来る。(4.22)式を中心差分を用いて書き直せば

uj−1 − 2uj + uj+1 = δx2fj (j = 1, 2, · · · , N) (4.23)
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となる。行列を用いると、(4.23)式を (4.1)式の形で書くことが出来る。ここで

A =



−2 1 0 · · · 0 0 1
1 −2 1 · · · 0 0 0

0 1 −2
. . . 0 0 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...

0 0 0
. . . −2 1 0

0 0 0 · · · 1 −2 1
1 0 0 · · · 0 1 −2


, x =



u1
u2
u3
...

uN−2

uN−1

uN


, b = δx2



f1
f2
f3
...

fN−2

fN−1

fN


(4.24)

である。行列 Aの最初と最後の行は用いる境界条件に依存する。上記の例では周期的境
界条件（u0 = uN , uN+1 = u1）を用いているが、両端固定の境界条件（u0 = uN = 0）
など他の境界条件を用いることも可能である。
このように、Poisson方程式 (4.22)を解く問題は線形方程式 (4.1)を解く問題、つまり

行列Aとベクトル bが与えられた時に、解となる未知のベクトル xを求める問題に帰着
することが出来るが、別解法として Fourier変換を用いる方法もよく用いられる。この場
合、まず Fourier変換を次式で定義する。
正変換： ûk ≡

N∑
j=1

uj exp(i2πjk/N) (5.25)

逆変換： uj ≡ 1
N

N∑
k=1

ûk exp(−i2πjk/N) (5.26)

逆変換の式 (5.26)を (4.23)に代入すると

ûk(exp(i2πk/N) + exp(−i2πk/N)− 2) = δx2 f̂k (4.25)

となり、次式が得られる。
ûk =

δx2 f̂k
4(sin2(πk/N))

(4.26)

この式を用いると、以下の手順で解 uj を求めることが出来る。
１）与えられた関数 fj に対して Fourier正変換を行い、f̂k を求める。
２）f̂k を (4.26)式に代入し、ûk を求める。
３）ûk に対して Fourier逆変換を行い、uj を求める。
このようにして求めた解 uj は、Fourier変換の性質から uj = uj+N の周期性を持ち、周

期境界条件を満たす。u0 = uN = 0の固定境界条件を満たす解を求める場合は、Fourier

変換の変わりに sin変換を用いればよい。

4.2 固有値問題
任意の行列Aについて

A · x = λx (4.27)

を満たすスカラー λ（固有値）とベクトル x（固有ベクトル）の組を求める問題を固有
値問題と呼び、行列 Aの型に応じて解法が確立されている。固有値問題の数値解法の詳
しい解説は、この本では扱わない。実際、自分でプログラムを作るより、科学技術計算
ライブラリを用いる方がずっと安全で、しかも高速である。代表的なライブラリとして、
LAPACK（無料）、IMSL（有料）、NAG（有料）、Intel MKL（有料）などが知られてい
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る。物理現象のシミュレーションに固有値問題が出てくる例は数多いが、以下では量子力
学の基礎方程式である Schrödinger方程式を取り上げ、固有値問題との関係を解説する。
具体的には、時間に依存しない定常状態の 1次元 Schrödinger方程式

−∇2ψ + V (x)ψ = Eψ (4.28)

の数値的解法を考える。
まず始めに、座標 xの離散化を考える。これまでと同様に、下付の添字 j(= 1, 2, · · · , N)

で場所を表わすものとする。中心差分を用いて (4.28)を書き直せば[
−ψj−1 + (2 + δx2vj)ψj − ψj+1

]/
δx2 = Eψj (4.29)

となるが、N ×N の３重対角行列Hを用いて

H · ψ = Eψ (4.30)

と書くことが出来る。(4.30) は固有値方程式 (4.27) そのものなので、これを解くことに
より Schrödinger 方程式 (4.28) の固有エネルギー E と固有波動関数 ψ を求めることが
出来そうである。しかし、一般に座標 xの複雑な関数である ψ(x)を精度良く求めるため
には、非常に細かく離散化を行う必要があり、添字 j の上限 N は膨大な数になる。Hは
N ×N の要素を持つ巨大な行列であるため、(4.30)の固有値問題をそのまま解くことは
現実的ではない。
そこで、波動関数 ψ を適当な基底関数の組 ϕβ(β = 1, 2, · · · ,m)の線形結合で展開する
ことを考える。

ψ(x) =

m∑
β=1

aβϕβ(x) (4.31)

誤差をゼロにするためには無限個 (m = ∞)の固有関数が必要となるが、問題に適した基
底関数を用いることで、現実的な数 (m≪ N)の固有関数で高い精度の解が得られると期
待される。このような基底関数として、分子科学の分野では個々の原子核に局在した電子
軌道を、固体物理の分野では平面波を用いることが多い。(4.31)を (4.28)に代入すると∑

β
aβ(−∇2 + V (r))ϕβ(x) = E

∑
β
aβϕβ(x) (4.32)

となり、両辺に ϕ∗α(x)をかけて xで積分すると∑
β

∫
dxϕ∗α(−∇2 + V )ϕβaβ = E

∑
β

∫
dxϕ∗αϕβaβ

となる。ここで hαβ ≡
∫
dxϕ∗α(−∇2 + V )ϕβ、sαβ ≡

∫
dxϕ∗αϕβ、を αβ 成分に持つ行列

m×mのH、Sを用いて書いて次式を得る。

H · a = ES · a (4.33)

普通は、任意の αβ に対して Sαβ = δαβ となるようにそれぞれ直交した基底関数の組を
与えるのが便利であり、そのように取れば最終的に

H · a = Ea (4.34)

と得る。これは (4.27)の固有値問題そのものである。
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第 5章

モンテカルロ (MC)シミュレー
ション

5.1 擬似乱数
賭博で有名な地名モンテカルロから由来しているモンテカルロ法とは，乱数を用い，ラ
ンダムな要素を含む問題を確率論理的に解く方法をいう．また元来は確率的要素を含まな
い，つまり決定論的な場合でも，問題となる方程式などの構造を調べ，それにある確率事
象を導入して数値的に問題を解く場合にも用いられる．したがって，モンテカルロ法の応
用分野は実に広く，ここでこれらのすべてにわたって述べることなど到底できない．ここ
では統計力学への応用について述べる．統計力学の初歩の所で必ず出合うように，力学的
システムに確率分布を導入するが，モンテカルロ法によるシミュレーションはこの確率分
布を用いて行なう．このようなモンテカルロ法による計算が盛んになったのは，その理論
的研究の成果はもとより，電子計算機の利用によることは言うまでもなかろう．電子計算
機で発生する乱数は簡単な四則演算による場合が多い．ランダムでない方法によって発生
されるこれらの乱数は「擬似乱数」とよばれる．以下に簡単な擬似乱数の発生法について
述べよう．
乱数はモンテカルロ計算に欠くことのできないものであるが，多数個の乱数を速く発生
することが要求される．大型計算機では乱数の発生プログラムがサブルーチンとして用意
されていることがほとんどであり，ユーザーは単にこれを呼び出して（CALLという）利
用すれば事足りるが，既製品ではどうも……という人達に，簡単に，乱数発生の方法を述
べよう．一般に電子計算機で発生する擬似乱数は次のような式を用い，第 (n+ 1)番目の
乱数 xn+1 をそれまでの値 xm（m ≦ n）を用いて作り出す．

xn+1 = F (xn, xn−1, xn−2, . . . . . .) (5.1)

ここで，F は簡単な四則演算やあふれた桁を捨てることを含むものである．この F の選
び方によっていろいろな擬似乱数列ができるわけであるが，具体的な話に入る前に，モン
テカルロ計算に用いられる乱数はどのような条件を満たしていなければならないかを見て
おくことにしよう．

(1) 多数個（たとえば 107 程度）の乱数をすみやかに発生できること．
(2) 乱数の周期は十分に長いものであること．少なくとも用いる乱数の個数よりも十分
に長いこと．
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(3) 乱数の統計的性質が良好なものほど良い．

ここで，統計的性質とは，たとえば，一様乱数を例にとると，一様に分布しているかど
うか（頻度テストという）などのことで，この他にも乱数の素性を調べるいくつかのテス
トがある．
次に，乱数の中で一番基本的な一様乱数について，現在良く用いられている発生方法に

ついてみよう．(5.1)式の特別な場合として，次の線形漸化式を考える．

xn+1 = a0xn + a1xn−1 + . . . . . .+ ajxn−j + b (mod p) (5.2)

この方法を合同法という．mod pは p（正の整数）の整数倍は捨てるという意味である．し
たがって，xn+1 は常に pより小さい．pを計算機の 1語の長さ（dビットなら 2d）にとれ
ば，桁あふれ（オーバー・フロー）した桁を取り去ることと同じである．a0, a1, . . . . . . , aj , b
は非負の整数の定数で，乱数列はこれらの定数と初期値 x0, x1, . . . . . . , xj（非負の整
数）に依存することになる．(5.2) で得られる x の値は x = {整数 | 0 ≤ x < p} である．
これから x/p を作れば区間 (0, 1) の一様乱数が得られる．(5.2) 式の簡単な場合として，
xn+1 = xn+xn−1（フィボナッチ法），xn+1 = axn（乗積合同法），xn+1 = axn+ b（混合
合同法）などがある．なお，いずれもmod pを用い，a，bは非負の整数．合同法（レーマ）
による擬似乱数は一番良く用いられている方法である．たとえば，FACOM FORTRAN

SSL II（科学用サブルーチン・ライブラリ）にある一様乱数（区間 (0, 1)）のサブプログ
ラム RA NU 2 もこの方法に基づいている．ここでは，a = 32771，b = 1234567891，
p = 231 ととられている．
区間 (0, 1)の一様乱数を rと記せば，この一様乱数 12個の組 rj（j = 1, 2, . . . . . . , 12）

から，1 個の正規乱数（ガウス分布）を次のようにして得ることができる．平均値が 0，
分散 1の正規乱数を Z とすると

Z =

12∑
j=1

rj − 6 （中心極限定理）

また別の方法として，ボックス・ミュラーの方法がある．これは 2 個の一様乱数 ri，
ri+1 を用いて，次の変換により正規乱数（平均値m，分散 σ2）Zi，Zi+1 を得る．

Zi = σ(−2 log ri)
1/2 cos 2πri+1 +m

Zi+1 = σ(−2 log ri)
1/2 sin 2πri+1 +m

}
(5.3)

いずれも証明は省略する．

5.2 カノニカルアンサンブル
質量mの N 個の同種の古典粒子からなる系を考える．

H(r1, dr2 · · · rN , ;p1, dp2 · · ·pN ) =

N∑
i=1

p2
i

2m
+ U(r1, · · · rN ) (5.4)

N,V, T 一定のカノニカルアンサンブルにおいてエネルギー H のミクロ状態を体積要素

dr1, dr2 · · · drN ; dp1, dp2 · · · dpN ≡ drNdpN
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に見出す確率 pは
p ∝ exp(−βH)drNdpN (5.5)

を満たす．ただし β = kBT である．
粒子の位置座標だけに依存する物理量 Aを考える．(A ∈ U,P, etc · · · )

< A >NV T =
1

ZNN !h3N

∫
dpN

∫
drNA(rN ) exp(−βH) (5.6)

=
1

QN

∫
drNA(rN ) exp(−βU(rN )) (5.7)

ただし

ZN ≡ 1

N !h3N

∫
dpN

∫
drN exp(−βH) (5.8)

=
2πmkBT

h2

3N/2 1

N !
QN (5.9)

QN ≡
∫
V N

drN exp(−βU) (5.10)

(5.7)式をいかにしてコンピューターで評価するのか?

→モンテカルロ法 (乱数を用いて積分)

5.3 メトロポリスの方法
5.3.1 粗いサンプリング

< A >=

∫
drNA(rN ) exp(−βU(rN ))∫

drN exp(−βU(rN ))
(5.11)

(5.11) 式の定義通りに V N の位相空間の中で rN = r1, r2, · · · , rN をランダムに一様
の確率でサンプリングしてそれぞれの A(rN )の値に重み exp−βU(rN )をかけて平均を
とる．
→多粒子系の場合このやり方ではほとんどのサンプルで粒子のオーバーラップが発生する
ので効率が悪い．(exp(−βU(rN )) ≃ 0)

5.3.2 Importanceサンプリング (重み付きサンプリング)

< A >NV T=

∫D
drND−1(rN )A(rN ) exp(−βU(rN ))∫D

drN drND−1(rN ) exp(−βU(rN ))
(5.12)

∫D

drN は一様ではなくサンプル密度 D(rN )で位相空間をサンプルする操作をする．∫ D

drN

D−1(rN ) =

∫
drN (5.13)

効率の良いサンプリング密度のとり方として

D(rN ) ∝ exp(−βU(rN )) (5.14)

とする．(U の小さな所を重点的にサンプリングする．)
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その場合，
< A >NV T=

∫D
drNA(rN )∫D

drN
(5.15)

となり，それぞれのサンプルの A(rN )の値に重みをかけないで平均すればよい．→出現
するサンプル全てが同じ重みで平均の計算に寄与する．→効率が良い．

5.3.3 メトロポリスの方法
D(rN ) ∝ exp(−βU(rN ))を実現するアルゴリズムの一つ．(最もよく使われる．) (rN

→ qi(i = 1, 2, · · · ,m) iは位相空間における離散的な状態を表す．)� �
• 任意の 2つの状態 qi, qj が互いに到達可能．
• 平均再帰時間が無限でなく周期的でもない．

⇒ エルゴート状態

wk =
∑
i

wiPik (5.16)

ここで，wk:状態密度，Pik:遷移確率 i→ k� �
wk として (5.14)式の D(rN )を代入すると Uk = U(rN )として

exp(−βUk) =
∑
i

exp(−βUi)Pik

= exp(−βUk)Pkk +
∑
i ̸=k

exp(−βUiPik) (5.17)

左辺に 1 =
∑

i Pki = Pkk +
∑

i ̸=k Pki をかけると∑
i ̸=k

exp(−βUk)Pki =
∑
i ̸=k

exp(−βUi)Pik (5.18)

平衡状態では詳細釣り合いの原理が成り立っているので

exp(−βUk)Pki = exp(−βUi)Pik

∴ Pik

Pki
=

exp(−βUk)

exp(−βUi)
= exp(−△ik) (5.19)

ただし
△ik ≡ β[Uk − Ui] (5.20)

N 粒子系での実際のアルゴリズムを以下に示す．

1. N 個の粒子から 1個をランダムに選び出す．(番号 = α)

2. 粒子 αを状態 i(rα)から状態 k(rα +∆rα)へ移動する．
∆rα = (∆xα,∆yα,∆zα)

j ∈ (x, y, z)に対して，δ:小さな数，ξj：一様乱数 [0∼1]として
∆jα = δ(1− 2ξj)

3. 粒子 αの移動前後の△ik を計算する．
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• △ik ≤ 0→状態 k を採用する．=確率 1

• △ik > 0 →確率 exp(−△ik) で状態 k を採用する．(採用しない場合は i の
まま)

4. 1へ戻る

このサンプリングでは i→ k の遷移確率は
A.遷移先を選ぶ確率 (P ′

ik = P ′
ki)

B.遷移するかどうかの確率 (P ′′
ik = min[1, exp(−△ik)], P

′′
ki = min[1, exp(−△ki]))

の積である．
∴ Pik

Pki
=
P ′
ikP

′′
ik

P ′
kiP

′′
ki

= exp(−△ik) (5.21)

5.3.4 マルチカノニカルサンプリング
Importanceサンプリング (D(q) ∝ exp(−βU(q))) はエルゴード性が強い場合は効率が
良いが，弱い場合 (例えば位相空間の 2つの領域が高いポテンシャルエネルギーのバリア
で枝てられている様な時)は効率が悪くなる．
→Why?　バリア部分をほとんどサンプリングしないので，おのおのの領域から抜け出す
のに時間がかかる．

q

U ���
��

粗いサンプリング D(q) =const

Importanceサンプリング D(q) ∝ exp(−βU(q))

の中間的なサンプリングをしてやればよい．

D′(q) ∝ exp(J(U(q))) (5.22)

ただし J は Uの関数．

< A >NV T=

∫D′

dqA(q) exp(−βU) exp(−J)∫D′
dq exp(−βU) exp(−J)

(5.23)

ここで J(U) ≃ S(U)とすると

exp(J) ≃ exp(S) = n(U) (5.24)

ただし n(U)はポテンシャルエネルギー Uにおける状態密度．
つまり ∫ D′

dq ≃
∫
n(U)dU



34 第 5章 モンテカルロ (MC)シミュレーション

すべてのエネルギー状態が等しくサンプルされる．→エネルギーのバリアを超えられる．
詳細釣り合い．

Pik

Pki
= exp(−△) (5.25)

ただし
△ ≡ Ji − Jk (5.26)

実際のアルゴリズムは Importanceサンプリングと同じ．ただし△ ≡ Ji − Jk を用いる．
応用例：スピングラス，ガラス．タンパク質 etc · · ·

5.3.5 液体の内部エネルギーと状態方程式
添字が vなのか ν なのか分かりませんでした．周期境界条件
少数 (100∼10000)の粒子で液体などのバルクは性質をシミュレートする際に必須．

rc

U(r1, r2, · · · rN ) =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

ϕ(rij) (ただし i ̸= j) +
1

2

∑
v

N∑
i=1

N∑
j=1

ϕ(rijv) (5.27)

注)第一項は同じセルについて，第二項は異なるセルについての計算を表している．

• 実際の計算では∑v は隣のセルのみ取り入れる．
• また rij , rijv > rc については ϕ = 0とする．(クーロン力を除く．)

(5.27) 式の U を (5.15) 式の A に代入すれば < U > が求まる．運動エネルギーの平均
3

2
NkBT を加えると

< H >=
3

2
NkBT+ < U > ⇒ 内部エネルギー

ビリアル定理
粒子の座標と運動量の間数である力学量 F を時間の関数とみて F (rN (t), rN (t))と書

くと F (t)の長時間平均は

< F (t) >t= lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

F (t)dt (5.28)

体積 V の閉容器内で運動する質量mのN 個の粒子系を考える．粒子 iの運動方程式は

m
d2ri
dt2

= Fi +Wi (5.29)
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ここで Fi は他の粒子からの力，Wi は壁からの力である．両辺と ri との内積をとり，長
時間平均を取る．
左辺)

m

τ

∫ τ

0

ri ·
d2ri
dt2

dt =
m

τ

[
ri ·

dri
dt

]τ
0

− m

τ

∫ τ

0

·dri
dt

dri
dt
dt (5.30)

第二項は τ → ∞でゼロになることに注意する．
右辺)

1

τ

∫ τ

0

ri · (Fi +Wi)dt (5.31)

∴ − < m(
dri
dt

)2 >t=< ri · (Fi +Wi) >t (5.32)

−2 < (

N∑
i=1

m

2

dri
dt

)2 >t=<

N∑
i=1

ri · (Fi +Wi) >t (5.33)

ここで < · · · >t=< · · · >である．また，(5.33)式左辺は 3

2
NkBT である．故に，

<

N∑
i=1

ri ·Wi >= −3NkBT− <

N∑
i=1

ri · Fi > (5.34)

−Wi は内壁が粒子 iから受ける力である．全ての粒子から受けるこの力の平均を壁の
単位面積あたりに直したものは圧力 P を与える．つまり，内壁上に位置ベクトル r の面
積要素 dS をとり，その外向き法線ベクトルを nとすれば dS が受ける平均の力は PndS

である．これと r との内積を内壁全体に渡って積分すると

<
∑
i

ri ·Wi >= −
∫
PndS (5.35)

簡単のため容器は x, y, z 軸に平行な稜線を持つ一辺 L の立方体とする．y 軸に垂直な 2

つの面についての面積分は，dSy+ の位置ベクトルを r，dSy− を r′ として

−
∫
Pn · rdSy+ −

∫
P (−n) · r′dSy− = −P

∫
n · (r − r′)dSy+

= −PL
∫
dSy+

= PV (5.36)

同様に，x, z についても −PV を得る．

<
∑
i

ri ·Wi >= −
∫
PndS = −3PV (5.37)

(立方体ではなく一般的な場合を証明するためにはガウスの定理を用いて面積分を体積分
に変換する．)

(5.37)式を (5.34)式に代入して

PV = NkBT +
1

3
<

N∑
i

ri · Fi > (5.38)
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x

y

z

r

r
0

n
�n

dSy+dSy�

L

粒子間の力が対ポテンシャル ϕ(rij)で表される場合

<

N∑
i

ri · Fi > = − <

N∑
i=1

ri ·
∂Φ

∂ri
>

= − <

N∑
i=1

N∑
j=1

ri ·
∂ϕ(rij)

∂ri
> (i ̸= j)

= −1

2
<

N∑
i=1

N∑
j=1

(ri − rj ·)
∂ϕ(rij)

∂ri
> (i ̸= j)

= −1

2
<

N∑
i=1

N∑
j=1

(ri − rj ·)
∂rij
∂ri

dϕ(rij)

drij
> (i ̸= j)

= − <

N∑
i=1

N∑
j>1

rij
dϕ(rij)

drij
> (5.39)

ただし 4行目から 5行目にかけて，(ri − rj) ·
∂rij
∂ri

= rij を用いた．

∴ PV = NkBT − 1

3
<

N∑
i=1

N∑
j>i

rij
dϕ(rij)

drij
> (5.40)
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6.1 アンサンブル平均と長時間平均

< A >=

∫
dpNdqNA(qN ,pN )P (qN ,pN )∫

dpNdqNP (qN ,pN )

< A >t= lim
τ→∞

1

τ

∫ τ

0

dtA(qN (t),pN (t))

(qN (t),pN (t)は運動方程式の解として与えられる．)

適切な分布関数と運動方程式を選べば

< A >=< A >t

例えば

1. PNV E(ミクロカノニカル分布関数)と Neqtonの運動方程式 (エネルギー一定)

2. PNV T (カノニカル分布関数)と Nose-Hoover等温度計付の運動方程式
3. PNPT と温度計．圧力計付の運動方程式

6.2 運動方程式 (ミクロカノニカル：E 一定)

質量mの同種粒子 N 個からなる系を考える．

d2ri
dt2

=
Fi

m
(i = 1, 2, · · · , N)

Fi：まわりの粒子から粒子 iが受ける力粒子間の相互作用がペアポテンシャル ϕ(r)で与
えられる場合

Fi = −∂U(r1, · · · , rN )

∂ri

= −
N∑
j=1

∂

∂ri
ϕ(rij) (i ̸= j)

≡
N∑
j=1

fij (i ̸= j)



38 第 6章 分子動力学 (MD)シミュレーション(
∂

∂ri
= ex

∂

∂xi
+ ey

∂

∂yi
+ ez

∂

∂zi

)
rij = |ri − rj | =

√
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2

より
∂rij
∂xi

=
xi − xj
rij� �

∴ fij = − ∂

∂ri
ϕ(rij)

= − d

dr
ϕ(r)

∣∣∣∣
r=rij

ri − rj
rij

= −r dϕ
dr

∣∣∣∣
r=rij

ri − rj
r2ij

　

= −fji� �
6.2.1 Verlet(ベルレ)法

d2ri
dt2

=
Fi

m
(i = 1, 2, · · · , N) (6.1)

ri(t± δt)を Taylor展開

ri(t+ δt) = ri(t) + δt
dri
dt

∣∣∣∣
t

+
δt2

2

Fi(t)

m
+O(δt3) (6.2)

ri(t− δt) = ri(t)− δt
dri
dt

∣∣∣∣
t

+
δt2

2

Fi(t)

m
−O(δt3) (6.3)

(6.2)式 +(6.3)式より，

ri(t+ δt) + ri(t− δt) = 2ri(t) + δt2
Fi(t)

m
+O(δt4) (6.4)

(6.2)式-(6.3)式より，

ri(t+ δt) + ri(t− δt) = 2δt
dri
dt

∣∣∣∣
t

+O(δt3) (6.5)

� �
∴ ri(t+ δt) = 2ri(t)− ri(t− δt) + δt2

Fi(t)

m
(6.6)

　 dri
dt

∣∣∣∣
t

≡ vi(t) =
1

2δt
{ri(t+ δt)− ri(t− δt)} (6.7)� �

Verletの差分方程式 (2次の精度)

• δt　→− δtの時間反転に対して対象
• 安定性が高いのでよく使われる
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(追加) Veloity Verlet 法


ri(t+ dt) = ri(t) + vi(t)dt+

Fi(t)

2m
(6.8)

vi(t+ dt) = vi(t) +
Fi(t+ dt) + Fi

2m
dt (6.9)

この Velocity Verlet法もまた Verlet法の別表現になっていることを示そう．
(6.8)式で両辺の時間を dtだけすすめる．

ri(t+ 2dt) = ri(t+ dt) + vi(t+ dt)dt+
Fi(t+ dt)

2m
(6.10)

(6.8)式を変形すると
ri(t) = ri(t+ dt)− vi(t)dt−

Fi(t)

2m
(6.11)

(6.10)式 +(6.11)式より

ri(t+2dt)+ri(t) = 2ri(t+dt)+ [vi(t+dt)−vi(t)]dt+
dt2

2m
[Fi(t+dt)−Fi(t)] (6.12)

これに (6.9)式を代入すると

ri(t+ 2dt) + ri(t) = 2ri(t+ dt) +
dt2

m
Fi(t+ dt) (6.13)

両辺の時間を dtだけ戻して整理すると

ri(t+ dt) = 2ri(t)− ri(t− dt) +
dt2

m
Fi(t) (6.14)

⇒Verlet法

6.2.2 Leap-Frog法
(6.7)式の代わりに次式で速度を与える．

dri
dt

∣∣∣∣
t+ δt

2

= vi(t+ δt/2) =
1

δt
{ri(t+ δt)− ri(t)} (6.15)

(6.7)式より
ri(t+ dt)− ri(t) = ri(t)− ri(t− dt) + dt2

Fi(t)

m

(6.15)式より� �
vi(t+

δt

2
) = vi(t−

δt

2
)− δt

Fi(t)

m
(6.16)

　 ri(t+ δt) = ri(t) + δtvi(t+
δt

2
) (6.17)� �

Leap-Frog法 (かえる跳び) Verlet法の別表現→安定
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ri

vi

Fi

t t� �t t+ �tt · · ·

6.2.3 その他の方法
1. Predictor-Corrector法
2. Runge-kutta法
3. Symplectic法

→高次の精度 (多少遅い)

6.2.4 拡張系の運動方程式 1 (圧力一定) Andersen法
fig()の様な可動ピストン (重さM)の系を考える．

h

S

M

Pex

V̄

M

2
ḣ2 =

M

2

V̇ 2

s2
(運動エネルギー)　　

Mh = PexSh = PexV̄ (ポテンシャルエネルギー)

同様に有効質量Ms2 の可変体積系では
M

2
˙̄V 2 (運動エネルギー)

PexV̄ (ポテンシャルエネルギー)

その内部に質量 mの同種粒子 N 個があるとする．1辺の長さ Lで規格化した粒子座標
S を導入すると

ri = LSi (i = 1, 2, · · · , N) (6.18)

ṙi = L̇Si + LṠi ≃ LṠi (6.19)
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L

全系のラグランジアンは

L =

N∑
i=1

m

2
(LṠi)

2 +
M

2
˙̄V 2 − U(LSN )− PexV̄ (6.20)

Si, V̄ に正準共役な運動量を πi,Πとする．

πi ≡
∂L
∂Ṡi

= mL2Ṡi, Π ≡ ∂L
∂ ˙̄V

=M ˙̄V (6.21)

全系のハミルトニアンを Si, V̄ , πi,Πで表す．

H =
∑
i=1

m

2
ṙ2i + U(rN ) +

M

2
˙̄V 2 + PexV̄

=
∑
i=1

m

2
(LṠi) + U(LSN ) +

M

2
˙̄V 2 + PexV̄

=
∑
i=1

1

2mV̄
2
3

π2
i + U(V̄

1
3SN ) +

1

2M
Π2 + PexV̄ (6.22)

これより Si, V̄ , πi,Πに対する，正準運動方程式を得ることができる．

dSi

dt
=
∂H
∂πi

=
1

mV
2
3

πi (6.23)

dπi
dt

= − ∂H
∂Si

= − ∂U

∂Si
(6.24)

dV̄

dt
=
∂H
∂Π

=
Π

M
(6.25)

dΠ

dt
= −∂H

∂V̄
= −∂H

∂L
=

2

3
V̄

2
3−1

∑
i

π2
i

2m
− 1

3
V − 2

3
∂U

∂L
− Pex (6.26)

{ri,Pi, V̄ ,Π}に戻すと

dri
dt

=
Pi

m
+

ri
3V̄

dV̄

dt
(6.27)

dPi

dt
= −∂U

∂ri
− Pi

3V̄

dV̄

dt
(6.28)

dV̄

dt
=

Π

M
(6.29)

dΠ

dt
= −Pex +

1

3V̄
(
∑
i

P 2
i

m
−
∑
i

ri ·
∂U

∂ri
) (6.30)
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ここで (6.30)式の第 2項を P (t)とおく．(6.29)式，(6.30)式をよく見ると{
P (t)− Pex > 0 ⇒ V̄増加 (6.31)

P (t)− Pex < 0 ⇒ V̄減少 (6.32)

正準方程式を解いているのでH(6.22)式は保存する．

H = K + U +
M

2
˙̄V 2 + PexV̄ = const

≃ K + U + PexV̄ = H = const (H はエンタルピー)

従ってこの拡張系の運動方程式を解くことにより，
⇒ NPH 一定のアンサンブル平均が求まる．

6.2.5 拡張系の運動方程式 2(温度一定)Nose法
対象とする N 粒子系のハミルトニアン

H0(P
N , rN ) =

N∑
i=1

p2
i

2m
L+ U(rN )

に熱浴と相互作用する新しい自由度 sを導入し，次のような仮想的なハミルトニアンを考
える．(sは粒子の速度をスケールするパラメーター．)� �

Hnose(s) =

N∑
i=1

P ′2
i

2ms2
+ U(r′N ) +

P 2
s

2Q
+ gkBT log s　 (6.33)

� � p′N , r′N：拡張系における粒子の座標 r′N とそれに正準共役な運動量 p′
N

Ps, s：熱浴との相互作用を表す自由度 sとそれに正準共役な運動量 Ps

Q ：自由度 sの有効質量



現実系 拡張系 対応関係
ri r′i ri = r′i

Pi P ′
i sPi = P ′

i

t t′ t =
∫ t

0
dt′/s

(sdt = dt′)

(6.33)式のハミルトニアン (HNose)を持つ拡張系の運動方程式が得られれば，それを解く
ことによって拡張系のミクロカノニカル集団が得られる．

ZNose =
1

N !

∫
dp′N

∫
drN

∫
dps

∫
dsδ[HNose − E0] (6.34)

dp′N = s3NdpN , dr′N = drN に注意して変数を現実系に変更する．

ZNose =
1

N !

∫
dp′N

∫
drN

∫
dps

∫
dss3Nδ[

N∑
i=1

p2
i

2m
+U(rN )+

P 2
s

2Q
+gkBT log s−E0]

(6.35)
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[· · · ] ≡ [f(s)]とおく．

δ[f(s)] =
δ(s− s0)

df
ds

∣∣∣
s=s0

(6.36)

ただし s0 は f(s) = 0の根� �
f(s) = 0より

s0 = exp[− 1

gkBT

{
N∑
i=1

p2
i

2m
+ U(rN ) +

p2s
2Q

− E0

}
] (6.37)

df

ds

∣∣∣∣
s=s0

=
gkBT

s0
(6.38)

∴ ZNose =
1

N !

∫
dpN

∫
drN

∫
dps

∫
ds

s3N+1

gkBT
δ(s− s0)

=
1

N !

∫
dpN

∫
drN

∫
dps

s3N+1
0

gkBT

=
1

N !

∫
dpN

∫
drN

∫
dps exp[−

3N + 1

gkBT

{
N∑
i=1

p2
i

2m
+ U(rN ) +

p2s
2Q

− E0

}
] (6.39)

exp( 3N+1
gkBT E0)を前に出して，g = 3N + 1として ∫ dps exp(− 3N+1

gkBT
p2
s

2Q )を積分すると

ZNose = const.
1

N !

∫
dpN

∫
drN exp(− H0

kBT
) (6.40)

(6.40)の constから右はカノニカル分配関数である．� �
∴ 拡張系 (p′N , r′N , ps, s)のミクロカノニカル⇒ 現実系 (pN , rN )のカノニカル� �

HNose(p
′N , r′N , ps, s)について運動方程式 (正準方程式)を求める．

dr′i
dt′

=
∂HNose

∂P ′
i

=
P ′

i

ms2
(6.41)

dP ′
i

dt′
= −HNose

∂r′i
= −∂U

∂r′i
(6.42)

∂s

∂t′
=
∂HNose

∂Ps
=
Ps

Q
(6.43)

∂Ps

∂t′
= −∂HNose

∂s
=

N∑
i=1

P ′2
i

ms2
− 3NkBT

s
(6.44)

現実系に変数変換する．(r′i→ ri,P
′
i→　 P ′

i , t
′→ t)
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dri
dt

=
Pi

m
dPi

dt
= −∂U

∂ri
− ξPi

dξ

dt
=

1

Q
[

N∑
i=1

P 2
i

m
− 3NkBT ]

(

N∑
i=1

P 2
i

m
= 現実系の全運動エネルギー× 2)

ds

dt
= sξ

(ξ ≡ ps
Q
)� �

この運動方程式では

HNose =

N∑
i=1

P 2
i

2m
+ U(r) +

1

2
Qξ2 + 3NkBT log s (6.45)

が保存量である．(H0 ではない!!)

6.3 データ解析
6.3.1 熱力学平均値
分子動力学シミュレーションのデータ

rN (t),PN (t) (t = t0 + δtj, j = 1, 2, · · · , Nstep)

< A >t =
1

Nstep

Nstep∑
i=1

A(rN (t0 + δtj),PN (t0 + δtj))


< A >NV E Newton′sEq.motion

< A >NPH Andersen′sEq.motion

< A >NV T NoseEq.motion

· · · etc

6.3.2 輸送係数
自己拡散

r(t0)
r(t0 + t)
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平均 2乗変位

< |r(t0 + t)− r(t0)|2 > ≡ < |r(t)− r(0)|2 >

=

∫
drr2Prob(r, t)

Prob(r, t) ≡< δ(r − r(t0 + t) + r(t0)) >

時刻 t = 0で原点にあった粒子が時刻 tに場所 r にいる確率⇒拡散方程式に従う．
D を自己拡散係数として · · ·

∂

∂t
Prob(r, t) = D∇2Prob(r, t)

(Prob(r, t) = δ(r))

Prob(r, t) =
1

(4πDt)
3
2

exp(− r2

4Dt
)

∴< |r(t)− r(0)|2 >= 6Dt ← Einstein relation(長時間)

(追加)

Prob(r, t) ≡ < ρ1(r, t)ρ1(0, 0) >

= <

∫
dr′ρ1(r′ + r, t)ρ1(r′, 0) >

= <

∫
dr′δ[r′ + r − r(t0 + t)]× δ[r′ − r(t0)] >

= < δ(r − r(t0 + t) + r(t0) + r(t0)) >

= < δ(r − r(t)− r(0) >

5行目は”時刻 t = 0で原点にいた粒子が時刻 tで座標 r にいる確率”を表す．
∂

∂t
ρ1(r, t) = D∇2ρ1(r, t) + Noise(ṙ, t)

ρ1(r, t)→ 1粒子密度→拡散

∂

∂t
< ρ1(r, t)ρ1(0, 0) >= D∇2 < ρ1(r, t)ρ1(0, t) >

∴ ∂

∂t
Prob(r, t) = D∇2Prob(r, t)

Prob(r, t)は拡散方程式に従う．� �
D =

1

6t
< |r(t)− r(0)|2 > (t⇒ 大)� �

↑拡散係数を求める 1つの方法
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

r(t)− r(0) =

∫ t

0

v(t′)dt′

∴< |r(t)− r(0)|2 >=
∫ t

0

∫ t

0

< v(t′) · b(t′′) > dt′dt′′
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平衡状態では< v(t′)·v(t′′) >=< v(t′−t′′)·v(0) > (時間差だけの関数) t′′→　 s ≡ t′−t′′

に変更すると

< |r(t)− r(0)|2 > ≡
∫ t

0

dt′
∫ t′

t′−t

ds < v(s) · v(0) >

=

∫ t

0

dt′
∫ 0

t′−t

ds < · · · > +

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

ds < · · · >

(6.46)

2行目の第一項を 1○，第二項を 2○とおく．積分順序を変更．

s
t−t 0

t
′

t

1©

2©

=

∫ 0

−t

ds

∫ t+s

0

dt′ < · · · > +

∫ t

0

ds

∫ t

s

dt′ < · · · >

=

∫ 0

−t

ds(t+ s) < · · · > (s→− sに変更) +

∫ t

0

ds(t− s) < · · · >

=

∫ t

0

ds(t− s) < v(−s) · v(0) > +

∫ t

0

ds(t− s) < v(s) · v(0) >

= 2

∫ t

0

ds(t− s) < · · · >

= 2t

∫ t

0

ds(1− s

t
) < · · · >

t→∞では

< |r(t)− r(0)|2 > = 6Dt

= 2t

∫ ∞

0

ds < v(s) · v(0) >

� �
D =

1

3

∫ ∞

0

ds < v(s) · b(0) > (久保公式の一例)� �

s0

< v(s) · v(0) >

3D

!"
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久保公式の一般形� �
K =

∫∞
0
dt < Q̇(t)Q̇(0) >

K : 輸送係数, Q̇ : 物理量 Qの流れ� �
終


